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Условие:  

Найдите все значения 𝑎, при которых система неравенств  

{
𝑥′ + (5𝑎 + 2)𝑥 + 4𝑎2 + 2𝑎 < 0

𝑥2 + 𝑎2 = 4                                     
 

имеет хотя бы одно решение. 

Решение:  

Дискриминантом 1-ого уравнения будет: 

𝐷 = (5𝑎 + 2)2 − 4(4𝑎2 + 2𝑎) = 25𝑎2 + 20𝑎 + 4 − 16𝑎2 − 8𝑎 = 9𝑎2 + 12𝑎 + 4 = (3𝑎 + 2)2 ⇒ 

⇒ корни трехчлена 𝑥2 + (5𝑎 + 2)𝑥 + 4𝑎2 + 2𝑎 будут: 

𝑥1,2 =
−5𝑎 − 2 ± (3𝑎 + 2)

2
⇒ 𝑥1 =

−5𝑎 − 2 − 3𝑎 − 2

2
= −4𝑎 − 2, 𝑥2 =

−5𝑎 − 2 + 3𝑎 + 2

2
= −𝑎 ⇒ 

⇒ 𝑥2 + (5𝑎 + 2)𝑥 + 4𝑎2 + 2𝑎 = (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) = (𝑥 + 4𝑎 + 2)(𝑥 + 𝑎), ⇒ из (𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) < 0 ⇒ 

⇒  min{𝑥1, 𝑥2} < 𝑥 < max{𝑥1, 𝑥2} , т. е. 𝑥1 ≠ 𝑥2. 

Рассмотрим случаи: 

𝑎) 𝑥1 > 𝑥2 ⇒ −4𝑎 − 2 > −𝑎 ⇒ 𝑎 < −
2

3
, из 2 − ого уравнения системы ⇒ 𝑥 = ±√4 − 𝑎2, 𝑥2 < 𝑥 < 𝑥1 ⇒ 

⇒
2

3
< −𝑎 < 𝑥 < −4𝑎 − 2 ⇒ 𝑥 >

2

3
> 0 ⇒ 𝑥 = √4 − 𝑎2 ⇒ −𝑎 < √4 − 𝑎2 < −4𝑎 − 2, 

все части положительны, возводим в квадрат ⇒ 𝑎2 < 4 − 𝑎2 < 16𝑎2 + 16𝑎 + 4 ⇒ 𝑎2 < 2, 

𝑎(17𝑎 + 16) > 0, 𝑎 < −
2

3
< 0 ⇒ 17𝑎 + 16 < 0 ⇒ 𝑎 < −

16

17
< −

2

3
, 𝑎2 < 2 ⇒ |𝑎| < √2 ⇒ 

⇒ −√2 < 𝑎 < −
16

17
.  

𝑏) 𝑥1 < 𝑥2 ⇒ −4𝑎 − 2 < −𝑎 ⇒ 𝑎 > −
2

3
 . 

Если 𝑎 ≥ 0 ⇒ −𝑎 ≤ 0 ⇒ 𝑥 = −√4 − 𝑎2, −4𝑎 − 2 < −√4 − 𝑎2 < −𝑎, ⇒ 𝑎 < −√4 − 𝑎2 < 4𝑎 + 2 ⇒ 

⇒ 𝑎2 < 2, 𝑎(17𝑎 + 16) > 0, 𝑎 ≥ 0 ⇒ 17𝑎 + 16 > 0, 𝑎2 < 2 ⇒  0 < 𝑎 < √2 . 

Если же 𝑎 < 0 ⇒ −
2

3
< 𝑎 < 0, −4𝑎 − 2 < 𝑥 < −𝑎,   если − 4𝑎 − 2 > 0 ⇒ 𝑎 < −

1

2
⇒ 𝑥 = √4 − 𝑎2 ⇒ 

⇒ −4𝑎 − 2 < √4 − 𝑎2 < −𝑎, опять все части положительны, (4𝑎 + 2)2 < 4 − 𝑎2 < 𝑎2 ⇒ 𝑎2 > 2 ⇒ 

⇒ 𝑎 < −√2, ⇒ −
2

3
< 𝑎 < −√2 ⇒ 2 > 3√2,   4 > 18  противоречие ⇒  −4𝑎 − 2 ≤ 0 ⇒ 𝑎 ≥ −

1

2
 .  

Если 𝑥 = √4 − 𝑎2 ⇒ √4 − 𝑎2 < −𝑎 ⇒ 𝑎2 > 2, −
2

3
< 𝑎 < −√2, опять противоречие ⇒ 𝑥 = −√4 − 𝑎2, 
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−4𝑎 − 2 < −√4 − 𝑎2 < −𝑎, ⇒ 4𝑎 + 2 > √4 − 𝑎2 ⇒ 16𝑎2 + 16𝑎 + 4 > 4 − 𝑎2 ⇒ 𝑎(17𝑎 + 16) > 0,  

𝑎 < 0 ⇒ 17𝑎 + 16 < 0 ⇒  −
2

3
< 𝑎 < −

16

17
⇒ 34 > 48,   опять противоречие. 

Получили следующие значения 𝑎, при которых система имеет хотя бы одно решение: 

(−√2; −
16

17
) ∪ (0; √2). 

Ответ:  (−√2; −
16

17
) ∪ (0; √2). 

https://mathproblemsbank.net/
mailto:support@mathproblemsbank.net

